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- Chap. I : Intégrales généralisées (ou impropres).
- Chap. II : Transformée de Laplace.
- Chap. III : Transformée de Fourier.
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Intégrale de Riemann (définie)

Soit f une fonction de la variable réelle x telle que pour tout x de l'intervalle [a, b] f(x) 20 . On
note C; sa représentation graphigue, on appelle S la surface deécrite par :

a<x<»h
&hgygfwj

Xgs X1, -+- » X, des réels tels que a =X, <X; <X, <+ <X, =D

Dans chaque intervalle de la forme [x,_,, X,] on choisit un réel h, (au hasard) et on
pose Y, =f(h,). On appelle alors R, le rectangle de base [x,_,, X,] et de hauteur Y, .
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Les rectangles R, recouvrent approximativement la surface S, plus les largeurs des
rectangles R, sont petites, plus I'approximation est « bonne ».

On définit Ax = max,_; (X, — X,_;) et on impose la condition Ax — 0, Riemann pose alors
S, = 2k=1"Vi(X, — X,_,) et on demontre que :

Silim,, .o S, =L alors L ne dépend pas du choix des X, Xy, ... , X, ni des h,.
b

Dans ce cas on note L sous la forme [ f(x)dx qui se lit ‘somme entre a et b de f(x)dx’.

a et b sont les bornes de l'intégrale, f(x)dx est I'intégrante, dx est I'élément différentiel et x
est une variable « muette » qui n'intervient pas dans le résultat.
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Propriétés
e Positivité : si f(x) = 0 pour tout x € [a, b] avec a < balors [, f(x)dx = 0
e Conservation de Pordre :
Si f(x) < g(x) pour tout x € [a,b] alors [ f(x)dx < [} g(x)dx
e Linéarité : [ [af (x) + Bg(O)ldx = a [, f()dx + B [, g(x)dx
e Relation de Chasles : [ f(x)dx+[ f(x)dx = [ f(x)dx

2 f{:m f(x)dx si f est paire

e Symétries : fj; f(x)dx = {
0 si f est impaire

e Période : si [ a pour periode T alors :
f; f(x)dx = f;::f(x)dx et f;” f(x)dx = fDT f(x)dx
J2 FGOdx| < 21 Gl

e SiF est une primitive quelconque de f alorson a:

b
f FG)dx = [FGIE = F(b) — F(a)



Applications
Valeur moyenne — Valeur efficace
La valeur moyenne de « plusieurs » nombres est la constante qui en remplagant chacun de ces nombres
donnerait la méme « somme ».

Exemple :
- Calculer la moyenne des carrés des réels compris entre 0 et 1:

1 - 1 -
Jy x*dx = | mdx = m=1/3.

- Calculer la moyenne des sinus des réels compris entre 0 et 7/2:

J-H’fz sin(x) dx = fﬂﬁ

0 0 mdx = m =2/m.

Définitions :
La fonction f étant intégrable dans [a,b] :

b
On appelle moyenne de f (x) dans [a , b] le nombre m = ﬁfa f(x)dx

On appelle valeur efficace de f (x) dans [a, b] le nombre v tel que v? = E:—a f; f(x)%dx



Integrales indéfinies :

La notation sans borne [f(x)dx présente intégrale indéfinie, le calcul de cette intégrale se termine toujours

par une constante d’intégration.

1
Exemple: J x%dx = §x3 + cste

Integrale genéralisees :

La méthode de Riemann ne peut s’appliquer qu’a des intégrales dans un intervalle borné lorsque 1’une des
deux bornes d’intégration est infini le calcul de I’intégrale passe par un calcul de limite.

f:m f(x)dx désigne limp_, o f:'f(x)d;r

De méme, pour fmf(;r)dx désigne lim,_., f; f(x)dx

Enfin, pour la notation J'_+: f(x)dx, on sépare I’intégrale en deux parties pour pouvoir traiter

séparément les deux limites.



Primitives usuelles

HYPOTHESES

FONCTION .+ ...

PRIMITIVE = — ...

u de classe € sur [ u' e e
T
e : u
u de classe €' ne s’annulant pas sur [ - In(|ul)
11
: . » | 1
u de classe € et strictement positive sur I w'u®, o # —1 n 115“_1
o
FoNcTION o+ ... PRIMITIVE 2 +— ... DOMAINE DE VALIDITE
1
", nelN gl R
' : n+1
— In(|x|) R* ou R*
I
1
", nel,n<-—2 "l R* ou R*
; n+1
NG 2V R
o 1 a+1 =
z* ac R\ {1} ~ 11 RZ
e* e* R
sin(x) — cos(x) R
cos(x) sin(x) R
tan(z) — In(| cos(z)]) |- S+ kn, 5 +kn,keZ
' tan(z) R
11 n 3?2 arcralliy.r
1 T
b 0 ~ arctan (£) R
In(x) zln(z) —x R%




Intégrales généralisée

Dans la partie rappel, nous avons donc defini et étudie la notion d'integrale
de Riemann pour des fonctions définies sur un intervalle ferme et borné [a ,
b] dites intégrables au sens de Riemann. On va maintenant s'intéresser aux
fonctions f a valeurs réelles ou complexes définies sur un intervalle [a , b[
(resp. ]Ja, b]), b pouvant étre +<o (resp. a pouvant étre -«),et qui ne sont pas
nécessairement bornées. On considérera ensuite les fonctions définies
seulement sur des intervalles ouverts ]a , b[ , éventuellement non bornés

1 1
Exemples : " sur]0, 1] ou sur [1,+[, In(x) sur ]0,1] ou m sur ]0,1][...



Cas d’un probleme a une seule borne :

On donne ici la définition pour l'intervalle [a, b[ ou —«» <a < b <+,
On adaptera cette définition pour les intervalles suivants : [a,+«[ , ] ==, b] et ]a, b].

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] c R.
On dit que I’intégrale de f sur [a,b[ est convergente ( ou converge, ou existe) lorsque I’intégrale

partielle F(x) = f;f(t)dt possede une limite finie lorsque x — b, Si c’est le cas, on note

cette limite f;b f(t)dt dans le cas contraire on dit que I’intégrale de f sur [a,b[ est divergente
ou qu’elle n’a pas de sens.

Remarque :

Si on est dans le cas de la convergence, et en notant F une primitive quelconque de f sur [a,b],
on utilisera la notation, fa_)bf(t)dt = [F(t)]g?= lim_,[F(a) — F(b)]
Soit ¢ € [a,b[ : fa_)bf(t)dt converge donc f:bf(t)dt = F(b)-F(c)



Exemples :

x
- Soit f définie sur [1,+e<[ par f(x) = 1/t>. Pourt>1ona: flxtizdr, = [— H =1 —i —yoom 1
1 .
donc I’intégrale de f sur [1,+o<[ est convergente et on écrit : f:mtizdt =1.
- Soit g définie sur [1,+eo[ par g(t) =1/t. Pourx >1ona: [[zdt =[Int]f =Inx =, , +o.

donc I'intégrale de g sur [1,+oo[ est divergente

- Considérons la fonction cosinus sur R*. on a pour tout x >0 :
fox cos(t)dt = [sin(t)]5= sin(x) qui n’admet pas de limite lorsque x tend vers +«, donc

'intégrale [ cos(t)dt n'a pas de sens.

- Soit h définie sur ]0,1] par h(t) = 1/\/? PourO<x<lona:
f; dt/ﬁdt = [2Vt]y = [2vx — 2] >, _ ;2 est donc I’intégrale fol dt/\/E dt existe est vaut 2.

- Montrons que f_{o In(t)dtconverge et vaut -1. PourO<x<lona:

[ In@®dt=[tn()]L- [ dt=x —1—xInx >, -1

—_



Cas d’un probleme aux deux bornes :

On s’intéresse ici au cas des intervalles Ja, b[ , ]—==, b[ , ]Ja,+o=[ et R, c’est a dire au cas des intégrales
doublement impropres. Donnons par exemple la définition sur Ja, b[ .

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja,b[ € R et ¢ € ]Ja,b[. On dit que I’intégrale de f sur Ja, b[

est convergente lorsque les deux intégrales f_fa f(t)dt et f:b f(t)dt convergent. Si c’est le cas, on
—-b c -b . . ye 4 »

note[  f(t)dt= [ f(t)dt+ [~ f(t)dt. Sinon on dit que I'intégrale de f sur Ja,b[ est

divergente.

Remarque :
I1 faut couper pour connaitre la nature d’une intégrale impropre. On retiendra par exemple que

fj; sint dt->, 5 ., 0 et pourtant f_+: sint dt n’a pas de sens puisque f0+°° sint dt diverge.

Exemple :
On a déja montré que f1+°° at/ . est convergente. Pour x € ]0,1] on a:

! at/ 2 =1/x- 1 Sxs0++00, DONC ! . /.2 diverge. Ainsi ’intégrale oo at/ . est divergente.
X -0 g g -0



Calcul des intégrales impropres

Nous énoncons les propriétés suivantes qui montrent que les intégrales impropres (convergentes)
possedent les mémes propriétés de linéarité, d’additivité et de croissance que les intégrales de

Riemann.

Propriété

Linéarité. Si f et g ont des intégrales convergentes sur ]a, b[ alors V(a, B) € R?,
b b b b
J, af + g convergeet [ ‘af+Bg=af f+B ] g.

. : . . b b
Croissance. Si f est positive sur [a, b[ et si fa f converge alors fa f>0.

La preuve est directe et repose sur les propriétés de linéarité et de croissance de I'intégrale de Riemann
et un passage a la limite.
Les changements de variable et I'intégration par parties doivent étre effectués avec précaution. On

considérera toujours des intégrales de Riemann en faisant tendre ”x” vers le point a probléme.



Théoréme (changement de variables)

Soient f :]a, b[- R continue et @ :]a, B[—>]a, b[, C.et bijective alors

X Fedx et [7 f o @lt)e'(t)dt

sont deux intégrales impropres de méme nature et si elles convergent
X X ,
fa f(x)dx = fa f o o(t)e’'(t)dt

Preuve

La preuve est similaire a la preuve du changement de variable pour les intégrales de Riemann avec en

plus un passage a la limite. Le fait que ¢ soit bijective permet d’assurer |I'équivalence “une intégrale

converge” &= "'autre intégrale converge”.



Théoréme (changement de variables)

Exemple de changement de variable

o
Calcul de l'intégrale f at :
. (14 (Int)?)

ontinue sur [1 + oo[. Par comparaison avec les intégrales de Bertrand, on

La fonction ff(t) = I[l—l—l’illf}?j]

remarque que l'intégrale est convergente. On considere le changement de variable x = @(t) = In(t). La

fonction @ : [1,+oo[> [0,+o<[ est Clet croissante, ¢’(t) =t et on obtient donc

f+°° dt +o dx

— S u
1 t(1+(nt)?) 0=(p(0)1+x2—llmu_>+oo[arctan(u)]0

Une autre technique classique est l'intégration par parties (utile par exemple lorsque la fonction a
intégrer est un produit de fonctions exp ou trigo et de polynémes).

dt

o
Les intégrales de Bertrand f —_—
. ti(Int)P

L'intégrale converge si (a>1)ou (a=1etf3 > 1)



Théoréme (intégration par parties)

Soient f et g deux fonctions Clsur ]a, b|[.
Si la fonction fg a des limites finies en a et en b alors

2 rrg®dtetf’ f(t)g' (Ot

sont de méme nature et si elles convergent

b b
[r©g@dr=tm_,fg-tim_.f9- [ f@rgwas

Exemple [ " e ?dr

La fonction h(x) = xe™ est continue sur R.et positive. Effectuons une intégration par parties
pour calculer cette intégrale en posant f(x) = x et g’(x) = e™X. On a, pour t >0,

f f
/ re dr = [—.;!.'t’:‘_“r]:] —/ (—e " )dx
0 0
—(e7" =1)

— t
— —1le

Onalim_.te*=0etlim_.e"=0, l'intégrale convergente vaut donc 1.



Criteres généraux de convergence d’une intégrale impropre

On ne sait pas toujours calculer (rarement en fait) explicitement la primitive de la fonction a intégrer. On

pourra cependant déterminer dans bien des cas si I'intégrale considérée est convergente ou non.

Comparaison de fonctions positives (ou de signe constant)

Les propriétés suivantes pourront étre appliquées a des fonctions qui sont de signe constant

autour du “point a probleme”. Commencons par présenter quelques intégrales de référence



Propriétés +00
Uintégrale / f—aa’t est convergente ssi v > 1.

. .

o
Lintégrale / th est convergente ssi o << 1

0
Preuve
Si o =1, une primitive de f(t) := t™! est la fonction In et les deux intégrales divergent.
Sia# 1alors T 1 p—at+l 2
1

= (;r:l_“ —1).

1l — o

La limite de F(x) quand x—>o< est finie ssi 1 —a < 0 soit a > 1. Par ailleurs

L gt p—at1 7!
G(x) ::]. o [—ﬂ'—1:|

_ 1 ol
—1_&(1 T )

Or x17® 3 une limite finie quand x - 0ssi1 -a >0, soit a < 1.



Théoréme (théoreme de comparaison)
Soient f et g deux fonctions [a, b[=> R., Vx € [a, b[, 0 < f(x) < g(x).

- Si [ ; g converge alors _fﬂb f converge et
b b
o< [ swes [ gt
1 (1

- Si f; f diverge alors f; g diverge

o0 _EE
Jo e dt
: 2 - 00
La fonction f(t) = e est positive et pour tout t > 1 on a f(t) < g(t) := et. Comme _f.;} g(t)dt
est une intégrale convergente, on a par le théoréeme de comparaison que l'intégrale .f[] e " dt

est convergente. On peut méme en déduire que

o 1
f e Vdt <1+ —.
0 =

(On peut montrer par un autre type de calcul que cette intégrale vaut vii/2.)



Théoréme (théoreme d’équivalence)

Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives sur ]a, b]. Supposons qu’elles
soient équivalentes au voisinage de a, c’est-a-dire :

11111 f{ )

=1
t—* g(f]

- b
Si [ g converge alors [ f converge et

Attention : il est important que f et g soient positives.
L'équivalence de f et g au voisinage de a sera notée par : f (t) ~ g(t) (ou bien f (t) ~ g(t) pQur
préciser que la limite en a est la limite a droite).

Preuve

1
B -" - lﬂ f —|— 1
Lintegr ale —— dt converge.
0 J sin ¢

q —Int+1 (—Int)'?

sin ¢ 0* Jooo
L'utilisation des équivalents permet ainsi de ramener I'étude de la convergence d’une intégrale pour
laquelle on n’a pas de primitive a un catalogue d’intégrales dont la convergence est connue.

En effert,



EXERCICE appligué (Thermodynamique) : modele de I’atmosphére isotherme

On étudie le modele de la couche d’air au contact de la Terre dans le domaine d’altitude

0 <z <11 km, en équilibre et pour lequel le gradient vertical de température est constant :

T(z) = To— az ou a est une constante positive. On assimile 1’air a un gaz parfait, on suppose le champ de

pesanteur uniforme. On donne la loi de I’hydrostatique veérifié par tout fluide en équilibre dans le champ

de pesanteur : Z—I; = —pg( P : pression ; p : masse volumique du fluide ; g : pesanteur)

1) Determiner la relation P(z) entre la pression et 1’altitude.

2) En déduire la relation entre la masse volumique de I’air et I’altitude.

3) Au voisinage du sol, la température diminue de 1,4 K si on s’éléve de 200 m.
Déterminer :

a) la valeur de a

b) I’altitude z:pour laquelle la pression est égale a la moitié de celle au sol

c) la température qui regne a cette altitude

Données : g =10 m/s2; M =29 g/mol ; R = 8,31 J.mol-1.K"!

au niveau du sol : To=290 K et p.=1 atm.



-~ =
1) P(:}=F§,[1—?:J et P{—_):Pn[l_?ﬂ—_}

0
2)a)a=0,007 K.m"
b)z=54km

¢) T=-20°C



Conséquences

Les relevés de pression pour Paris étant au parc Montsouris, si on habite dans un étage éleve,
il faut corriger la pression indiquée par un barométre de la différence d’altitude entre sa
chambre et le parc Montsouris (la difference de pression étant faible, on peut alors linéariser
I'exponentielle).

En altitude, il est difficile de cuire les aliments a I'eau. En effet, la pression a diminué et du coup

I'eau ne bout plus a 100°C mais plutdt a des températures avoisinant les 80°C.



Exercice. Convergence et calcul des intégrales suivantes.

il
oo : 4 cosx
N, :
s Xx°— 1 0 Vsinx

-



x2 — 1

-

Posons  f(x) = 1_3'_

I'intégrale, il sut de se préoccuper du comportement au voisinage de +1. Soit A > 0. Décomposons f

(x) sous la forme 1+I + :
L4 LM ] Ax—=1)+u(x+ 1)
2 1 T . .  —— = S
X I x+1 x-1 2 — | 2 — ]
I A+ )+ (u-
2—1 12— |
A+pu=0 =1
H J
u—A=1 21 = -1
= A ] t ]
A = —— e =
H B

2

. par suite :



dx | (A dx 1 4 dx 1
= — - — = —[Injx= 1A = =[In|lx + 1|]5
X2 -] QL x—1 EL x+1 > =1l = Hnle+ 1l
A—l ]
= —(ln(A— l)—lr11)——{lr1(A+ [)—In3) = E . +§lr13
1
Eln:,l
_1
1—-’,* — 1l donc In2=l — Inl = 0. Par suite, I'intégrale converge et
I+%  A—o+o0 A+l 4400
|
= —In3.
2



0 SIN X

ml4

COS X . n/4 . . -
dx = [ZVSm J:] = 2 . /SII %— 2Vsine = 2«#? —2Vsine
e Vsinx £

21/4 . , : ,
=2 X —— —2Vsine = 2% = 2Vsine — 27°,
2L £—l)
e | , COSX 3y
donc I'intégrale est convergente et —dx = 27",
0 Vsinx
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