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INTRODUCTION

Branche des mathématiques ayant pour objet de simplifier et de résoudre au moyen de formules des
problemes ou les grandeurs sont représentées par des symboles, et d'en généraliser les résultats.

1 Revoir les notions de base : puissances, racines carrées, valeur absolue.

1 Apprendre a transformer et simplifier les expressions.

L Maitriser les formes canonique et factorisée.

O Introduire la résolution d’inéquations, la trigonométrie et les nombres complexes.

L Fondations pour toute la suite du cours.
L Essentiel en analyse, géométrie et physique.




| — PUISSANCES, RACINE CARREE ET VALEUR ABSOLUE

Puissances

. . e : _ 1
Soientn € N* et a € R. On définit a puissancen para®™ =a*---*xaeta™ = —

— a™
Par convention, on note a® = 1. n fois
Quelques propriétés importantes sur les regles de calcul avec les puissances :
Soienta,b € R* etn,m € Z.
e qt.qMm = ghtm
. Z_; = qt™m « (a+b)>=(@—-b)(a+b) Ces 3 propriétés sont des identités
e (aM)™ = gmm « (a—Db)?> =a?%—-2ab + b> remarquables, et sont a connaitre
e (ab)" = a™b™ e a’?—>b%= a?+2ab + b? absolument
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Le binome de Newton

On vient de voir comment calculer (a + b)?. Mais comment faire pour un n quelconque ?

. . , (M , irps
On appelle coefficient binomial, noté (k) le nombre Il représente le nombre de facons différentes de

k!(n—k)!"
piocher k boules dans un sac contenant n boules. On dit alors « k parmi n ». 1
On peut le retrouver facilement grace au Triangle de Pascal : 1 1

1 2 1
1 3 31

Soienta,b € R et n € N. Le binobme de Newton permet alors de calculer 4 6 4 1
(a + b)™ grace a la relation : n=>5 [1 5(10 10 5 1]
n
@rmyr= (F)akpnr =1
k=0 (0 =
Exemple : (1) 5

Exemple: (a + b)* = 1a%* + 4a'b3® + 6a2b? + 4a3b* + 1a*b°



Racine carrée

Pour tout a € R,, on note y/a le réel positif dont le carré est a. Autrement dit : (v/a)? = a

1

. \/azaE

* L'équation x? = a admet deux solutions dans R: x = +/a et x = —/a

Soienta,b € R, ,ona:

« Vab =+a x+b

. [2_Ya
b b

Attention : Va + b n’est PAS égal a+/a + Vb !!




Valeur absolue

Soit x € R. La valeur absolue de x, notée |x|, est définie par :

_ xsix =0
|x| = .
—xsix <0

Soientx,y € R,ona: On veut écrire |2x — 4| sans la valeur absolue.

o |—x| = |x] * On cherche dans un premier temps pour quelle
valeur de x, 2x — 4 s’annule.

* Vx? = x| '

Ona:2x—4=0x=2

lxy| = x| X |y
2x —4six =2

x| x| . —4| = _
. |;|—m Sly#:o DonC|2x 4| {—2x+4‘51x<2

|x —y| = |y — x| (C’est la distance entre x et y)

Ix +yl < x| + |yl




11— POLYNOMES DU 2™ DEGRE DANS R

Généralités

Un polyndme du 2™ est de la forme : P(x) = ax? + bx + caveca,b,c €ER et a # 0.

La représentation graphique d’un polynédme du 2% degré est une parabole orientée :

1 3
f(x)=3x%2—7x+3 g(x) == x?>+5x+=

Vers le haut, sia > 0

2

5

|

Polynémes du 2™¢ degré

h(x) =7x+ 3

Vers le bas, sia < 0

/

—

g(x) =5x3+12x% + 5x + 2

Pas polynémes du 2™¢ degré



Forme canonique

Tout polynéme du 2™¢ degré f, défini sur R, peut s’écrire sous la forme :

P(x)=alx—a)?-p

* Premiere méthode : en utilisant une formule.

Z—4
Si f(x) =ax?+bx+c alorsona: a = —% et f = b 4aac &Ne pas confondre a et a !

Exemple : On cherche la forme canonique de f(x) = 3x% — 5x + 2

Ona:a=3b=-5etc=2

—b 5 b%2—-4ac 1

Onendéduit:a=—=- et [ = = ——.
2a 6 4a 12

2
La forme canonique de f est donc f(x) = 3 (x — g) + 1—12




* Deuxieme méthode : La méthode de complétion du carré.

l'idée est d’utiliser I'identité remarquable (a + b)? = a® + 2ab + b? en choisissant a et b de telle sorte

que a® + 2ab + b? « ressemble » 3 notre polyndme. Ensuite on ajoute, ou soustrait, une constante pour
trouver la forme canonique.

Exemple 1 : On cherche la forme canonique de f(x) = x% — 14x + 8

« Onremarque que (x —7)% = x? — 14x + 49
e Doncf(x)=(x—7)>—49+8
e Laforme canonique de fest donc f(x) = (x — 7)? — 41

Exemple 2 : On cherche la forme canonique de f(x) = —4x% + 6x — 13

« Comme a = —4 # 1,0n factorise par —4 : f(x) = —4 (xz — X +—)

2
3 3
* Onremarque que (x—z) =x?—=x+—=

omnes=a{(e = o) =4 ) e

3\2 43
La forme canonique de f est donc f(x) = —4 (x - Z) ——




e Etudions les variations du polynéme f(x) = x? — 14x + 8

On sait que la forme canonique de f est f(x) = (x — 7)? — 41
Deplus,(x —7)2>20 © (x—7)>—-41>—-41 © f(x) = —41
Donc f admet un minimum égal a —41 atteintenx = 7.

On peut donc tracer le tableau de variation de f :

f0) " \ / "

Si un polyndme du 2™ degré f(x) est écrit sous sa forme canonique f(x) = a(x — a)? + S alors :
* [ est'extremum (maximum ou minimum) du polynéme

* «a estlavaleur de x pour laquelle cet extremum est atteint




Forme factorisée

On appelle discriminant du polyndme f le nombre A = b% — 4ac

C’est un outil essentiel pour résoudre I'équation f(x) = 0. Les solutions de cette
éguation sont appelées les racines du polynome.

—-b—VA —-b+VA
et Xy = >

* SiA > 0, alors f admet deux racines distinctes : x; =

: : : ~b
* SiA =0, alors f admet une unique racine double : x, = Py

* SiA <0, alors f n"admet pas de racines réelles.

La forme factorisée de f est alors :
* SiA>0,alors f(x) =alx —x1)(x — x5)
* SiA=0,alors f(x) = alx — x4)?

* SiA <0, alors f ne peut pas se factoriser dans R.



On souhaite étudier le signe du polynéme : f(x) = —2x2 +3x — 1

On résout en premier f(x) =0.0naA =32 —-4x (-2)x(-1) =1

Ainsi f posséde deux racines : x; = _bz_a\/z =1 etx, = _b;/z =1
On peut donc factoriser f : f(x) = —2(x — 1) (x — %)
Le tableau de signe de f est donc:
X —00 1 1
2
1 - o +
iy
x—1 - - O}
f(x) - [0} + [0}




111 — INEQUATIONS DANS R

Inéguation avec un produit

On souhaite résoudre I'inéquation (E) : (x —5)(x — 2) < (x — 5)(2x — 3).
 On soustrait I'inéquation par le membre de droite: (E) © (x = 5)(x —2) —(x —5)2x—3) <0
 Onfactorise:(E) © (x—-5)[(x—-2)—-2x-3)] <0 x-5(-x+1)<0

* On peut maintenant déterminer le tableau de signe :

X — 00 1 5 400

x—5 - - (o) +

—x+1

+ o -
c I - N

* Les solutions de I'inéquations (E) sontdonc:S =] —o0;1[U]5; +oof




Inéguation avec un guotient

Y ye s : 2
On souhaite résoudre I'inéquation (E) : 5 < 3

—2
* On soustrait I'inéquation par le membre de droite et on réduit au méme dénominateur :

2 —3x + 8
(E)e——-3<0&&—<0
X —2 X — 2
* On peut maintenant déterminer le tableau de signe :
X —00 2 § + 00
3

—3x + 8 + + [0) i,

X —2 - () + +
e I -

* Les solutions de I'inéquations (E) sontdonc:S =] — o0 ;2[ U]
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IV — TRIGONOMETRIE

Définitions

On considére un triangle ABC rectangle en B. On note 8 = (AB, AC)

C
3
aypo e S
3
6 1S
A Cété adjacent B
On note :
BC AB sin(0)
sin(8) = — cos(8) = — tan(@) =

AC AC cos(6)




On considere maintenant le cercle de centre O et de rayon 1.

Ona:

OA=0B=0M=1

« cos(8) =0H

« sin(@) = 0K

. __ = __ sin(0)
tan(@) = AT = co5(0)

Les coordonnées de M sont donc : (cos(@),sin(8))

De plus | cos?(6) + sin?(8) =1

A retenir !l
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Formules importantes

* cos(—0) = cos(0)

* cos(m—60) = —cos(0)
e cos(m+ 6) = —cos(6)
* COS (g — 9) = sin(6)

* COS (g + 9) = —sin(0)

sin(—8) = —sin(0)
sin(r — 0) = sin(0)

sin(r + 6) = —sin(0)
Ne pas s’angoisser, ces formules

. T _ .
sin (5 - 9) = cos(8) peuvent se retrouver soit sur le
o cercle trigonomeétrique, soit a l'aide
Sin (5 + 6) = cos(0) des nombres complexes !

* cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
« cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)



V — NOMBRES COMPLEXES

Introduction

 Vers le milieu du XVI¢ siecle, des mathématiciens italiens comme Cardan et Bombelli se heurtent a un probleme
: certaines équations du second degré, par exemple x? = —1, ne possédent pas de solution dans les nombres
connus a I'époque.

Pour avancer, ils introduisent une nouvelle entité, notée vV —1, qui n’est ni positive ni négative, et commencent
a I'intégrer dans leurs calculs algébriques.

O Au fil du temps, cette idée se diffuse. En 1637, Descartes parle de ces objets mathématiques en les baptisant «
guantités imaginaires ». Mais en 1774, Euler remarque que la notation avec le signe de la racine carrée crée
des incohérences. Par exemple :

V=1+V-1={(-Dx(-1)=V1=1
ce qui contredit la reIation(\/—_l)2 = —1.

O Pour éviter toute confusion, il remplace la notation vV—1 par la lettre i. Cette maniére d’écrire, reprise par

Gauss en 1831, finira par s'imposer, et I'on réserve depuis le symbole v aux racines carrées de nombres réels
positifs.



De facon un peu plus formel cela signifie que si 'on considére I'équation (E) : x? = —1,dans R, iln’y a
aucune solution, donc S = @

Or, on souhaite malgré tout imaginer un nombre dont le carré soit égal a —1. On note i ce nombre.

Onaalors:i%? = -1

2
De méme, on a aussi nécessairement : (—i)? = ((=1) *i)" = (1) x i?2 = -1

Ainsi, les solutions de I'équation (E) sont i et —i.




Définitions et propriétés algébriques

'ensemble des nombres complexes, noté C des éléments z = a + ib aveca,b € R

En particulier :
* Sia=0etb =1, on retrouve le nombre i.
* Sib= 0alorsz = a, donc z est un nombre réel.
 Sia = 0alorsz = ib, donc z est un imaginaire pur.

U'écriture z = a + ib est appelée la forme algébrique du nombre complexe z.
* a est la partie réelle de z, on note a = Re(z)
* b est la partie imaginaire de z, on note b = Im(z)

Exemple :

z = 1+ 2i est un nombre complexe tel que Re(z) = 1 etIm(z) = 2

T—*& lIny aplusdei!




L Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme partie
imaginaire.

U U'addition et la multiplication de nombres complexes suivent les mémes regles de calcul que celles connues
dans R

Exemple : Soientz; =2+ 3ietz, = —4 — 3i
Onaz;+2z,=24+3i—4-3i=2-4)+B-3)i=-2

Et: Z1 X 25 = (2 + 3i)(—4 — 3i)
=2X(—4) +2x (—3i) +3i x (—4) + 3i x (—3i)
=—-8—-6i—12i+9
=1-—-18i

U Le conjugué d’un nombre complexe z = a + ib est le nombre complexe, noté Z = a — ib

Exemple : Le conjugué de z = —1 + 8iestZ=—1 — 8i




. . 1
U Llinverse d’'un nombre complexe z = a + ib est le nombre complexe -

Exemple : Soit z = 3 — 5i

1 1 . . o . . : L :
On calcule s Ici on voit apparaitre i au dénominateur. Or, pour obtenir une forme algébrique, on souhaite
gue i soit au numeérateur. Donc, pour retrouver la forme algébrique, on fait intervenir le conjugué du numérateur.
1 1 345i 3+5i 3 5,
Onadonc:-= = = =—+4+—1
z 3-5i (3-5i)(3+5i) 32452 34 34

. z 1
[ Le quotient de deux nombres complexes z; et z,, avec z, non nul, est donc : Z—l =z; X .
2 2

Exercice : Soientz; =1 +ietz, = -7+ 2i

, . , . VA
Déterminer la forme algébrique de Z—l !
2




Représenter géométriquement un nombre complexe

Un nombre complexe est constitué de deux nombres réels a et b. On peut donc l'interpréter comme un couple de
coordonnées, ce qui permet de le représenter par un point dans le plan.

Dans cette représentation, le plan réel devient le plan complexe : 'axe des abscisses correspond a |I'axe des réels,
tandis que I'axe des ordonnées correspond a I'axe des imaginaires.

axe des imaginaires

On dit alors que z = a + ib est I'affixe du point M.
En conséquence, la distance entre l'origine et M est : OM = Va? + b?

Pour tout nombre complexe z = a + ib d’affixe M, on définit :
* Lemoduledez:|z| = OM

+ Unargumentde z : arg(z) = (i, OM) axe des réels

Im(z)

<t
.y
.
L' .jl
g
w
)

O U Re(z)



Formes trigonométrique et exponentielle

Tout nombre complexe non nul z peut s’écrire sous la forme z = r(cos(6) + i sin(8)) avec:
* r =|z| le module de z.
* 0 = arg(z) un argument de z.

C’est la forme trigonométrique de z.

Exemple : Soit z = 1 + i. Déterminons sa forme trigonométrique.

On détermine en 1¢" le modulede z : |z| = V12 + 12 =+/2

Ensuite, 'argumentde z.Onaz=1+1i = \/7(\/—15+ : ) = \/E(\/?E-F\/?El)

\/_Ei
V2
cos(f) = 'y . .
On cherche donc 6 tel que : & 6 =—.Doncarg(z) =—- + (2kn, k € N)
sin(@) = ¥2 * *

2

s =2 (cos (2) + isin (%))

. )

La forme trigonométrique de z est donc




Retour sur la fonction exponentielle : La fonction exponentielle, notée exp(x) ou e* est la seule fonction
continue sur R qui transforme une somme en produit et qui prend pour valeur : e! = e et e® =

Aveca,b € R,on a:

1
ea+b — ea % eb e—a _
ed
ed
pd—b — (ea)b — @%b

eb

Forme exponentielle d’'un nombre complexe : Pour 8 € R, on note e’ = cos(8) + i sin(8).

Ainsi, z = a + ib = r(cos(8) + isin(h)) = re'®

Exemple : On peut écrirez =141 = \/f(cos G) + i sin (%)) =+/2e




Comme e'? = cos(0) + isin(0) alors et = cos(—0) + i sin(—0) = cos(8) — i sin(H)
On remarque alors que e + e7 = 2 cos(0) et el — e~ = 2isin(6)
On en déduit ainsi les (trés importantes) formules d’Euler :

i0 4 o—if | ol0
et sin(0) =

e
cos(8) =

21

Exemple d’application : Exprimer cos?(0) et sin?(@) en fonction de cos(26).
(On dit qu’on linéarise cos?(8) et sin?(6))

Grace aux formules d’Euler, on a :

~ 1+ cos(20)

. ) AN 2 . . ) . )
eu9 +e—19> (6”9) +Zelee—10+(e—u9) 2+8219+e—210

200 —
cos“(0) = ( > >3 2

Et pour sin?(0), c’est a vous de jouer !

2



Comme (eie)n = e jlors :
(cos(0) + isin(6))™ = cos(nf) + i sin(nbh)

Cette derniere égalité est appelée formule de Moivre.

Exemple d’application : Exprimer cos(38) et sin(38) en fonction de cos(8) et sin(0).

Par la formule de Moivre, on a : cos(30) + i sin(36) = (cos(@) + i sin(8))3
Ensuite, le bindme de Newton nous donne : (cos(8) + isin(8))3 = Y3 _, (z) cos(8)37% x (isin(9))*

En développant, on obtient :
cos(30) + i sin(36) = cos3(8) — 3 cos(8) sin?(@) + i(3 cos?(H) sin(8) — sin3(H))

Par identification, on déduit :
cos(360) = cos3(0) — 3 cos(8) sin?(0)
sin(38) = 3 cos?(0) sin(8) — sin3(0)




Equations polynomiales dans C

'équation az? + bz + ¢ = 0 avec a, b, ¢ € R admet dans C deux solutions :

Soit A = b? + 4ac le discriminant de I'équation.

« SiA > 0 alors les deux solutions sont réelles : z; = “bVA o Zy = _b;;\/z
* Si A < 0 alors les deux solutions sont des nombres complexes conjugués :
—b — i+/|A] . —b + i/ |A]
Z{ = et z, =
1 2a 2 2a
Exemple : Résoudre 'équation z2 — 2z + 5 = 0 dans C
Oncalcule A= (-2)?2—-4x1x5=-16<0
Les solutions sont donc :
2 —1iV16 , 2+1iV16 ,
Z1 =T=1—2l et ZZ=T=1+21




