COURS DE MECANIQUE DU
POINT



OUTILS MATHEMATIQUES

1 Grandeur scalaire et grandeur vectorielle

Une quantite physique peut se présenter sous deux natures différentes :

» Grandeur scalaire

Généralement un nombre affecté d’une unité comme la masse m d’un
corps, la longueur / d’un objet, I’énergie £ d’un systeme, la charge
clectrique q...

» Grandeur vectorielle

différente de la grandeur scalaire, est définie que si I’on prend soin de
préciser la direction, le sens, le point d’application et ’intensité de leur
action. Geométriquement, elle est représentée par un vecteur ayant la
méme direction, le méme sens et un module mesuré en choisissant une
unite graphique correspondante, ¢’est-a-dire I’échelle.

Ex : la vitesse v et le poids p d’un corps




Point d" apolicati Drote d’actson
C’est bien parce que n.;t1 I.:|,|'_|[|:| ication e e
j€& pousse en ce point, e la force

dans cette direction et
assez fort que le
charot avance.

e déplacement du chariot est dii a la force de poussée exercée par sery :
Origine : point d’application A de la force

Direction : horizontale

Sens : de la gauche vers la droite

Norme : 6 N pour une échelle de 1 cm = 2 N (graphiquement la force
mesure 3 cm)




Une force F, de valeur 100 N, fait un angle de 40° sur un plan incline de 20°.
Quelle est la projection de la force : 1) sur ’axe du plan incliné

2) sur I’axe horizontal ?




Une force F, de valeur 100 N, fait un angle de 40° sur un plan incline de 20°.
Quelle est la projection de la force : 1) sur ’axe du plan incliné

2) sur I’axe horizontal ?
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Une force F, de valeur 100 N, fait un angle de 40° sur un plan incline de 20°.
Quelle est la projection de la force : 1) sur ’axe du plan incliné

2) sur I’axe horizontal ?
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d Vecteur
Définition basique d’un repere

Pour localiser un point dans I’espace tridimensionnel il faut utiliser
trois axes et une origine O.

[’ensemble constitue le repere.

Les trois axes généralement appelés x, y, z sont materialisés par trois
droites orthogonales entre-elles, munis de vecteurs unitaires U, u, et
u, orientés positivement.

(Uy, Uy, Uy) est la base du repére (Cartésien) (O,x,),2).

Z




Généralités sur les vecteurs

D'une maniere générale, les vecteurs sont des objets mathématiques
représentés par des segments orientés (droites munis d'une fléche) (V et
a). Cette représentation permet de définir les quatre caractéristiques du
vecteur :
* son origine
* sa direction
* sOn sens. |
 Sanorme (liée 2 la taille du segment), - T

-

z |

On peut aussi définir un vecteur en tragant 5/ ©
la droite reliant deux points de

I’espace AB




L'écriture mathématique d’un vecteur quelconque v dans le repére
cartésien se note :

1I

V=Y ode+V Uy +V i, o vy

V.

Uy, Vy €1 U, sont les composantes du vecteur v

« La norme (grandeur toujours positive) ||[V|| se calcule de la fagon
sutvante :

e

‘=\/vx +v, +v.

v




Vecteur unitaire

Chaque vecteur peut etre exprime en fonction d’un vecteur unitaire qui
se différencier du vecteur porteur par son module qui est I’unite :

AB:HAB u

Tel que :
Ju =2




Addition et soustraction de vecteurs

Les vecteurs peuvent s'additionner et se soustraire.

 L'addition de deux vecteurs produit un vecteur correspondant a la
grande diagonale du parallelogramme forme par les deux vecteurs a
additionner (lorsque ces derniers ont le méme "'point d'accroche").

 La soustraction de deux vecteurs forme la petite diagonale du
paralléelogramme.




L'addition et la soustraction de deux vecteurs peuvent aussi étre
réalisees a partir des coordonnées des vecteurs. Soit :

H=daux+bu,+cu. et v=a'u.+b'u,+c'u.

> e+ y =(a+a‘)1h- +(b+b')ri_1- +((‘+(")n:;
o= = (ﬂ _ﬁ")ﬁx +(b —b')ri_r +(t‘—{") 1.
Propriétés :

e [’addition est commutative: w4+v=v+u

. L’addition est distributive - (;; . ;.)+ T ({Z s E)




Relation de Chasles

La relation de Chasles permet de calculer la somme de deux vecteurs,
quand I’extrémité du premier vecteur est I’origine du second. Elle

s’énonce comme suit :
Pour tous points A, BetC,ona:

AB=AC+(B




Produit scalaire

Le produit scalaire est une opération mathématique construite a partir
de deux vecteurs, et produisant un scalaire. Le produit scalaire des

vecteurs V4 et Vzk ;

—_— —

ViV =

—_—

PV :|.cosa

Ou a est I’angle entre les vecteurs V1\ et Vz\.

—




Produit vectoriel

Le produit vectoriel est une opéeration mathématique construite a partir
de deux vecteurs, et produisant un autre vecteur oriente :

W=UAV
 Le vecteur resultant est orthogonal au plan forme par les vecteurs
donnés.




« Le sens est donné par :

la regle des trois doigts de la la regle du tire-bouchon
main droite.

e Sanorme vaut : H“’H = HUHHVH““(U VJ




Le produit vectoriel est :

- Non commutatif : UAV ==V AU
- Distributif : W A (U + V)z W AU+W AV

V0 s {U IV (U etV ont la méme direction )
§i

- Nul: UAV - - -
U=0 on V =0(I'un des deux vecteurs est nul)

Le produit vectoriel peut étre aussi calculé a partir des coordonnées des
vecteurs :

a a
Ulb et Ule
c S
On aura :
a |d |bf-ce

W =U AV =bAle =|cd —af
c |f |ae—bd




Quelques propriétés des fonctions vectorielles :

* L (anAwn)=222 Gy + 4y A0
dt dt dt
d dA(1) - dB(t)
* A(1).B B(t)+A(t
dr( (1).B(t))= = B+ A=
. d (5 .\ dA@R) - -  dB()
dr(A(r)AB(r))_ ” ABt)+A(H) A o



—_— — —

On considére, dans un repere orthonormé (O, i, j, k), les 3 vecteurs : U =3i— 2}' +k :
V=2i+4;-3k et W=—i+5j+2k

1) Calculer les composantes ainsi que le module du vecteur A=2U +3V +2W.

2) Déterminer le vecteur unitaire porté par : B=V +4W .

3) Calculer le produit l_f"W et en déduire ’angle formé par ces deux vecteurs.
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| y =f(g(x)), resultat de la composition
suivante :

y=f(u) dy dy du

# —— —

lu=g(» dx du dx

dy _ ‘
Ou: d—'} represente la derive de y par rapport a x.
X

d / . r b
d_} represente la derive de y par rapport a u.
Tu

du .
o represente la derive de u par rapport a x.
Ix



dx
X(t)y=

X(t) = 2lcos?0

Avec | =cst
et © = f(t)




X(t) = 2lcos?0

Avec | =cst
et © = f(t)

dx

xXm=—=—41f'(t)cos(f(t) )sin(f(t))




» 1 - Objet de la cinématique : décrire les mouvements des corps sans chercher a les
interpréter.

Point matériel : particule « suffisamment petite » pour pouvoir &tre assimilée a un point
repérable par un ensemble de trois coordonnées.

» 2 - Référentiel : un référentiel est un corps solide (c'est-a-dire indéformable), par
rapport auquel on se place pour étudier le mouvement d'un point matériel.

Relativité du mouvement

» 3 - Repére : un repére est un systéme d'un point et de trois axes permettant de repérer

un point matériel. N
ey,

* Repére cartésien (Oxyz) {w§




» 2 - Reéférentiels galiléens :

« On appelle référentiel galiléen un référentiel dans lequel le principe d'inertie est vérifié, c'est-
a-dire dans lequel un point matériel soumis @ une force constamment nulle est caractérisé

par un mouvement rectiligne uniforme ou par le repos. »

Exemples de référentiels galiléens :

. Référentiel de Kepler : (Héliocentrique)

*** Origine : le centre d'inertie du Soleil

*** Trois axes dirigés vers trois étoiles

lointaines « fixes »

« Etoiles fixes »

(Referentiel de Copernic : centré sur le centre d'inertie du systéme solaire)
Utilisés pour : - Mouvements des planetes T,

- Mouvements des sondes interplanétaires ‘



. Référentiel géocentrique :
*** Origine : le centre d'inertie de la Terre
*** Trois axes dirigés vers tfrois étoiles lointaines « fixes »

(R;) a un mouvement de translation quasi-circulaire par rapport

a (Ry).

Utilisé pour I'étude des mouvements des satellites autour de la
Terre

. Référentiel terrestre (ou du laboratoire) :

En 1¢r¢ approximation, ces référentiels sont galiléens.

l
(Rg)
(Ro)

« Etoiles fixes »

o,
-, %,
\":‘q



» 4 - Systemes de coordonnées :

* a - Coordonnées cartésiennes
r=xu,+yu, +zu,
est appelé rayon vecteur de M.

—_—

(MX,L{}, ,uz)esf une BOND :

Uy AU, =U, 5 Uy AU, = U, X
- - = X
U, Ny =U,

e eSO BRRARBBRIROERRRRRBES

Z b Trajectoire

Sssasejpesnsnsnesn

S



» Systemes de coordonnées :

* b - Coordonnées polaires (mouvements plans uniquement)

r et @ sont les coordonnées polaires de M.

OM =F=r U,
0e [0,27]

x=rcos@®) ., y=rsin@)

U, =cos(@)u, +sin(8) u,

Ug =—sin( @) u, +cos( @) u,

u g est directement perpendiculaire & y -

Y A




U, =cos(@)u, +sin(0) u

Ug =—SIN(B) u, + cos( @) u

—

u g est directement perpendiculaire @

O est une fonction du temps, sa dérivé est note : 9
dii
dt
du,
dt




U, =cos(@)u, +sin( @) u,

Ug =—sIin( @) u, + cos( @) u,

—

u g est directement perpendiculaire @

O est une fonction du temps, sa dérivé est note : 9
dii
dt
du,
dt




U, =cos(@)u, +sin( @) u,

!

Ug =—sIin( @) u, + cos( @) u,

—

u g est directement perpendiculaire @

O est une fonction du temps, sa deérivé est noté : 9
dii,
dt

—_—

du,
dt

— —sin( 8)8 U, + cos 9)95}.

= —cos(8)@u, — Sin(H]éE},




U, =cos(@)u, +sin(0) u

!

Ug =—SIN(B) u, + cos( @) u

—

u g est directement perpendiculaire @

O est une fonction du temps, sa deérivé est noté : 9
dii,
dt

—_—

du,
dt

— —sin( 8)8 U, + cos 0)6 E.v

= —cos(8)@u, — Sin(ﬂ]éﬁy

du

r

dt

—_—

dug

@ a




U, =cos(@)u, +sin(0) u

Ug =—SIN(B) u, + cos( @) u

—

u g est directement perpendiculaire @

O est une fonction du temps, sa deérivé est noté : 9
dii,
dt

—_—

du,
dt

— —sin( 8)8 U, + cos 0)6 E.v

= —cos(8)@u, — Sin(ﬂ]éﬁy

du
dt

—_—

du,

@ dt 4

=6 i,




» Systemes de coordonnées :

* ¢ - Coordonnées cylindriques : (p,6,2) sont les coordonnées cylindriques de M

A Z
OM =7r =0P+ PM z |.H )
_____________________ Trajectoire de
........... :M M
OM :r:pup -I-ZM:
Vv

x=pcos(@) ; y=psin(6)

Avec : 6 e [0,271‘]



» 5 - Le temps : le temps est une notion absolue, c'est-a-dire indépendante du référentiel
d'étude : ainsi, deux observateurs liés a des référentiels différents attribuent les mémes dates
aux mémes événements.




» 6 - Trajectoire :

L'ensemble des positions occupées par un mobile en fonction du temps est une courbe
appelée trajectoire.

e
s = AM

est l'abscisse curviligne de M. M(t)

Trajectoire orientée

4 A (origine qq)

La fonction s = s(7) est appelée équation

horaire du mouvement




> Vecteur vitesse :

La figure précise les notations :

d OM

MM  OM '—-OM
= lIm = lim
At—>0 At At—0 At

r =OM est le rayon vecteur du point M.

Z A

Trajectoire

Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire et est dirigé dans le sens du mouvement :_gg'aprés
l:,\_

la définition méme)

N«
i,

¥




> Coordonnées du vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes :

Les vecteurs u U
- dy - dz .
V=—u, +—u,+—1u,
dt dt -~ dt

et ii . sont indépendants du temps, donc :

= i+ i, + i

» Coordonnées du vecteur vitesse en coordonnées polaires :

—

v=ru, + rfu,

\ ) \ J
Y Y
Vitesse Vitesse
radiale orthoradiale

C dii,
i
dii

dt

-0 i

r




» Coordonnées du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques :

A Z

- —

Vv = pup 4 p@ﬁg + Zﬁ; z p

Trajectoire de

M
r _.
dup -
= L{e
) dt
- >
du :
i G 2
— 2 =—Bu o, y
\ dt & N




> 8 - Vecteur accélération :
dv  d*OM  d°F

f_i: = —

dt dr 2 dt >

Le vecteur accélération caractérise le rythme de variation du vecteur vitesse.

> En coordonnées cartésiennes :

7

o Lmab diy Pl o e
a= U, +——1u. .
— i, =i,
dt? dt’




> En coordonnées polaires et cylindriques :

— . ") — o . = —_
_— a=(r—r@ ) )u, + (ré+2rf)u,
\ ) \ )
Y Y
Accéleration Acceleration
radiale orthoradiale

e 27 a=(p—p6°)i, + (PO+2p0) iy +7 i,



» 9 - Mouvements rectilignes :

La trajectoire est une portion de droite : vecteur vitesse et vecteur accélération sont portés par
cette droite, souvent choisie comme axe (Ox) par exemple.

Vecteurs vitesse et accélération dans le méme sens : mouvement accéléré
Vecteurs vitesse et accélération en sens contraire : mouvement retardé

Vecteur accélération constant : mouvement uniformément varié (exemple : chute libre ou
étant |'accélération de la pesanteur (g = 9,8 m.s2)

r

Exemple : mouvement rectiligne sinusoidal (x = x,, cos(wt + @))

-

x,, : amplitude du mouvement ; @ : pulsation du mouvement (@ = 2n/T=2xf, avec T la pe?%de et
f=1/T la fréquence du mouvemenf) et ¢ est la phase. U

'S



2|

> 10 - Mouvements de rotation :

r=0M-=R = cste

6 est fonction du temps ; on note
la vitesse angulaire de M.

Le mouvement est dit uniforme si :

® = csfe
ey - _
—RO u, + RO uy =—

Mouvement uniforme :
(accélération centripéte uniquement)

a0 _
dt

0




EXEMPLES DE MOUVEMENT

* Mouvement rectiligne uniforme

Dans un mouvement rectiligne, la trajectoire est une droite.
Le mouvement rectiligne est dit uniforme lorsqu’il se fait a vitesse
constante.

V =V, = cste

[’ équation horaire est obtenue a partir de 1’expression :

2_1( =V, = x=[V,dt=V,t+cste

> X=V i+ X,




Une voiture A est arrétée sur une route horizontale rectiligne a une distance d;=3 m d’un feu
rouge. Lorsque le feu passe au vert, a I'instant =0, la voiture démarre avec une accelération
constante a;=3 m /s?. Au méme moment un motard M roulant a une vitesse constante v,=54
km/h se trouve a une distance d;=24 m de la voiture. La voiture et le motard considéres
comme des pmnts materiels sont 1epe1 ee a I'instant t a I’aide de leurs vecteurs positions

respectifs OA=xii et OM = =x,i . On choisira comme origine O des abscisses la position

du feu tricolore.

g
motard M -
B voiture A Z ©
o e e,
E . A ‘-‘h% 2] :x »
Y, '7 e V////jz/; //,xf}/}f 7 A’f//%ff%f?}?i?
3 <

X

1) Deéterminer les équations horaires xi1(t) et x2(t) de la voiture et du motard respectivement.
2) Déterminer les instants des dépassements ainsi que les positions de la voiture et du motard
a ces instants.




